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Midler, hvorved man oplöser en bruden rational Function i en 
Sum af andre af samme Beskaffenhed, cre forlængst bekjendte. Man 
har derved stedse forudsat den givne Bröks Tæller at være af lavere 
Grad end Nævneren, og altsaa fjernet Betragtningen af den rationale og 
hele Function, der i modsat Fald kommer til. Dette, som ved fürste 
Oiekast synes at være en Simplification, er det i det Mindste i een Hen­
seende ikke ; thi ved at bibeholde den rationale Function i sin meest 
almindelige Form, vil man baade faae en mere omfattende Dccomposi- 
tionsformel og et mindre sammensat Beviis for den. Det Förste förer 
umiddelbart til en Formel, der indeholder det bekjendte Abclskc 

Theorem og et andet endnu mere almindeligt, der uden Beviis er 
angivet i et af Abels Brevej det Sidste viser, hvorledes man kan udvide 
Oplosningen til brudne Functioner, hvis Nævner er irrational, ved at 
give Tegnet dn f x en Betydning naar n ikke længer er et heelt og posi­
tivt Tal. Man træffer herved paa det Samme, som Liouville har lagt 
til Grund for sin “calcul des differentielles a indices quelconques” og 
som et af ham citeret Brev fra Leibnitz til Job. Bernoulli viser — 
hvad der i historisk Henseende er ret mærkeligt — allerede at være 
givet af Leibnitz selv, der, som bekjendt, var den ene af Differential­
regningens Opfindere.

Dette er Gjcnstandcn for den lille Afhandling, som jeg her har. 
den Ære at forelægge det Kongelige Videnskabernes Selskab.
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Antages X
(X—aj (x—tf2) .... (x—a,ï)

hvor Ä er en rational og- heel Function af x af Graden n jt>, er x— 
en hvilkensomhelst blandt Nævnerens Factorer og- betegnes Functionen 

(x—«¿) fx ved<pt.x, betyder endelig II (4*  O Coefficienten til — i Udvik­
lingen af en Function t efter aftagende Potenser af t, saa vil man have

1)
i = n 

fx = S
i = i

For at overbevise sig herom behöver man blot at antage

/» -^2 ~I>i „
fX ~~ “I------------+ • • • + + x1> + xP~ 1-\~ • • • + Up— 1 A’-}- Bp>

Multipliceres paa begge Sider med (x—aø (x—fio) ... (x—og sættes 
vexelviis x = «15 x = a2, ... x = an, saa findes

Bemærkes dernæst, at BoxP _J_ IfxP—1 .. . -f- Bp—tx -f_ Bp ere de 
P + / forste Led af Udviklingen af fx efter aftagende Potenser af }v, 
forandres x til t og multipliceres med

saa bliver xp B1X?'- -i------- i

Differentierer man Ligningen (/.) et vilkaarligt Antal Gange 
med Hensyn til enhver af Störrelserne ax a2... atl, saa uddrager man 
uden Vanskelighed folgende almindelige Sætning.

Naar
(x—a^1 + Ai1 (x—+ f* 2... (x—any +



2)

livor Xer en heel Function af hvilkensomhelst Grad, og naar 
Gr—-«i)* + A4; Fx = saa er

hvilken indbefatter Decompositionen af enhver rational Function.

Af Ligningen (/.) danner man let en anden, der indeholder saa- 
vel den Sætning af Abel, der findes i hans Afhandling i Crelles Journal 
fur die Mathematik 5‘,ie Bd. S. 515 f., som den mere omfattende, 
han i et Brev til Legendre, trykt i samme Journal 6tc Bd. S. 75 f, 
har angivet. Forövrigt vil man let blive opmærksom paa, at den fol­
gende Fremstilling af Beviset for disse Sætninger kun er en Simplifica­
tion af Abels eget Raisonnement.

Man sætte först Ligningen (/.) under Formen

i=i
f di

Gr—«í) 9i at + H I fl j
I (t—x) <p t J ’

hvor f og 9 ere to hele Functioner af vilkaarlig Grad og hvor 9/ x be­

tyder Functionen -------, idet man antager
X—

naar man deri sætter x =

= 9’ X erholdersaa at man

x) 9’
d ai
~ + II
<l’J

9 X = A (X---«i) (X--- rt2) • • •
Betragter man nu Coefficienterne i fx saavelsom Størrelserne 

A, ax, «2, ... an som Functioner af en anden Variabel g, saa har man 
(d9 X\ dy

dy / da¿

(d 9 X \ 
~d—'

i. /•*
( (f—X) 9 t ) ’
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+ C,

til

og’ bemærke, at

samt at x = a¿ giver p r2—g s2 — i), altsaa

x •, saa vil man ved at anvende Ligningen (5.) paa

dy
(t—x) 9 t

hvoraf, idet man integrerer med Hensyn til y,

3) f------- f°L^Í2L,l,j + Il\ f
J 9 X J (d¿—X) 9 ai dy lY '

hvor C er uafhængig af y.
Dersom nu tc x og 4*  x = p g betegne to hele Functioner af x 

alene, r og s derimod to Functioner af x og y, men rationale og hele 
med Hensyn 
Functionen

linde

pr = + i V 4> aiy g s = rV di 

f ai  ic di
(¡¿’di y 4 «i ’ 

hvilken Værdi, indsat i Ligningen (5.), giver den forstnævnte Sætning-. 
Man indseer, at det, for at danne lignende Sætninger, blot kommer an 
paa Valget af,den Function, der oplöses. Ved en lille Forandring i 
Formen af den n-slig*  betragtede Function vil det let vise sig, hvorledes 
man kommer til det andet mere almindelige Theorem.

Antager man nemlig p = /, altsaa g = skriver r0 og i\ iste- 
detfor r og s og sætter

Ô0 = >o + ri V <7? 01 = r0 + a 1\ y g
hvor / og a ere de to Rödder af Ligningen x'—1 — saa har man, 

zí/Oqx 5 ,
idet ( ) og ( —— ) betegnes ved Go’ og 0\,

\ dy' Ml y/
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naar man indenfor Parenthesen sætter x = ai. Ilerved forsvinder enten 
eller folgelig

f (ti tc a;
f’~ 5 V4m7’

hvor s enten er = 4- 1 eller — /, alt eftersom % eller bliver Nul. 
Denne Regel er ogsaa given af Abel i den citerede Afhandling.

Man gaaer nu uden Vanskelighed over til den almindelige Sæt­
ning. Erindrer man nemlig, at naar X x betegner en rational bruden 
Function, hvis Udvikling i Række være

X X = -^0 ~H All 4“ "^2 ~H * * • ?

og naar /, a, a2, .... a’n~ * cre Rødderne af Ligningen xm— 1 — 0. 
saa har man

— f*  — $ [i —(m— 1} fj, m—1
X (a?) 4~ (X X (a a?) —[- a X (a x) -(-...........4“ ot X (ot a?) =

fi [ m 2 m \
= nt X j A 4- A X A X 4. ... I

I ft m 4- fi 2 m 4- fi

(see t. Ex. Grelles Journal für die Math. 6le Bd. S. 196—197), og lader

/
man derhos ô betegne den med Hensyn til rationale og hele Function



8

í 2 m— 1
k m 2k m (m—/) k m

»'o+ar^ ¿-a r2 q -¡.....¿-a rm_/7 >

livor r0, r1? r2, ... rm_^i ere Functioner af x og ?/, men rationale og 
hele med Hensyn til æ, og hvor q som ovenfor betyder 4*̂?  saa indseer 
man, at Functionen

i

og ~ X har samme Betydning som oven­

for, maa være rational med Hensyn til q, og fölgelig ogsaa med Hen­
syn til X.

Sætter man nu Go Gx G2 ... = A(x—a{) (x—a2)...(x—a„),
saa finder man ved at bringe til cens Benævning og differentiere Nævneren

(4> »i)”1

/ po’Ms • • • ®ni—/ -j— a G’i Go $2 • • . . Gm— 1 + • • •

9’«i $1 $2 • • • G»n—i 4~ G 1 Go O2 • • .. G,n_f + ...

naar man indenfor Parenthesen sætter x = ar, herved maa een af Stor- 
relserne $0? $15 $2 • • • $m—/ forsvinde, saa at man erholder

f a¿ > ft a¿
9’ ai S

' ^a¿yn
—p—2ft

idet e er = een af Størrelserne /, a, a, ... a ? alt eftersom 
$05 $15 $2 •••• $m— 1 bliver Nul naar x = n*.  Indsættes denne Værdi i 
Ligningen (5.) og bemærkes, at

/ « * \ hvor G’ stedse betegner ( —— ) x a H /

fx Tzx p0’ -(”—*)  ä* G’m_
— =---- J— + a -4-a _4_... + a --------

I % Gi ®2 $«'— /
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— (m—/> )
+ a Ioff O

('P æ) m

(log % + a “ log + a log Ô2 -f- . ..

m—1j

saa har man cn almindelig? Sætning- om transcendente Functioner af
Formen

./■ TC (z) (I Z
»n 

V (4>

hvor Functionerne rc og: 'p ere rationale og hele; men for det Tilfælde 
at TC er en bruden Function danner man let en tilsvarende Sætning paa 
samme Maade, som dette sheer ved den speciellere Sætning (see den 
cit. Afh. pag. 519—520).

Formlen (5.) forudsætter, at Nævnerens Factorer ere uligestore; 
i modsat Fald maatte man anvende Ligningen (2.), men en særshildt 
Betragtning heraf, er efter hvad Abel i den cit. Afh. pag. 517—518 har 
viist, overflødig.

Da Ligningen (2.) er udledt af Lign. (/.) blot ved at differen­
tiere gjentagne Gange med Hensyn til Størrelserne fl2, .... an og 
derefter at dividere med 1.2.5. ... 1.2.5. ... P-2 o. s. v., saa behøver
man, for at udvide den til Værdier af p-1? (i2, o. s. v., der ihhe ere hele og 
positive, blot at danne en saadan Operation df* , at den for enhver, heel 
og bruden, positiv og negativ Værdi af ¡x giver

Fid. Scl. naturvid, og mathem. slfh. Fill Deel. B
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hvor Tegnet r har den sædvanlige Betydning. Dette opnaaes ved at 
sammenligne de to Udtryk

------- = (—/) [a * + ci & Xa x% 4-... !
X—a

= (—
(p—1')1

hvilket viser, at hiin Betingelse falder sammen med folgende

d“ a_P . .. (p. 4- f ) (p. 4. 2) ... (p. 4- p — 4) _^+/,)

r (p 4- P0 —(H-tO

TQO

i .
-------------TI = (-<)

(p.4_f)(p.4_<?)

1.2

1.2.5..... v-dcf

eller, anderledes skrevet,

7Zi T 7’d a—r =dZ

hvilken er een af de Formler, som Liouville i sine Undersögelser om 
dette Slags Differentialer har lagt til Grund (see t. Ex. Grelles Journ. 
f. d. M. Ilte Bd. S. 1 f.). Med Hensyn til nærværende Anvendelse 
deraf vil man stedse kunne antage p- at være en negativ Brök, indbe­
fattet mellem O og —1, og altsaa give hiin Definition folgende Form

(—f/y'fa P)da" = r (>—P4

hvor p. altid er positiv og indbefattet mellem O og 1. Ved Hjelp heraf 

finder man let, igjennem et bestemt Integral, et Udtryk for f a. cl cf \ 
naar fa betyder en Function af u, der kan udvikles i en Række af Formen
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hvor p stedse er positiv og- större end [x. Man har nemlig- under denne 
Forudsætning-,

r (/>—P-) 
r(/>) aP~f*  ’

hvilken Lig-ning-, ifölg^e den bekjendte Relation,
i

f i-l—tf-*  <h =
o

r (m) . r (n)
r (m 4- ri)

transformeres til folgende:

(—J'ri- d aP =

som man ogsaa han skrive saaledes:
i

. , r o? (/—ex-/
r (W / / a . d al*  = aP 2 / —--------------- ——

*/ «/ aP Q."+/
o

d Q •)

hvoraf folger

4)
(/— G)^_/ 

G^-W
d G.

Denne Formel er ikke forskjellig- fra den, som findes i Liouvilles 
Afhandling- i nysnævnte Journals 12te Bd. S. 281 överst, hvorom man 

overbeviser sig: ved blot at sætte x . fx istedetfor og: forandre
x til a.

Antager man G =------------
a —|— oc

altsaa d G = —
ad a

C«+a)2’
og Grænd-

serne a= 00, a. = O, saa har man, naar disse vendes om,
u QO

(—fa . dap= £ fQa-Jf-a) a^da,

B*  
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hvilket er det Udtryk, hvorfra Liouville i den sidstanforte Afhandling er 
gaaet ud. Dette svarer til den oprindelige Definition

dZi en a
daP ’

som Liouville i Journal de V école polytechnique cali. 21 har lagt til 
Grund, og som allerede Leibnitz noget anderledes havde angivet i et 
Brev til Joh. Bernoulli, der lindes i commercium epistolieum Leibnitii 
ct Joh. Bernoullii Tom. 1 pag. 107, ligesom det ovenstaaende (4.) sva­
rer til Definitionen

d^ a-P r(;> + w . . .

d aP r Q>)

Overensstemmelsen mellem begge Definitioner, der iövrigt af 
Liouville er udviklet paa andre Maader, bekræftes ved Overensstem­
melsen mellem de to Udtryk ved bestemte Integraler, der forresten 
begge forudsætte, at Functionen fa forsvinder naar w = Den sidste 
er ogsaa af Liouville godtgjort i den citerede Afhandling i Crcllcs Jour­
nal 12te Bd., paa en fra den her anvendte noget forskjellig Maade.

Udvidelsen af Ligningen (2.) til negative og brudne Værdier af 
[Xj, p-g ... beliggende mellem Grændserne O og —1, er nu kun en 
simpel Anvendelse af Ligningen (4.). Forudsættes nemlig Graden af
Tælleren i Fx at være mindre end Graden af Nævneren, saa kan Func­

tionen 9» fii . .------ udvikles i en Række af Formen 2 ----  
X—«£

hvori p stedse er

större end Man liar i dette Tilfælde

n PI 
(t—X )

= O', allsaa, idet

Gr—fl1)/ Gv—.. . Gr—an/ , og 9 i .r=(x—' Fx,
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i = n
Fx = S

í==i iXl—p¿>
1

eller, naar Integralet /“ved Hjelp af Ligningen (4.) omdannes til be­
stemt Integral,

i 9¿ — .
Fx = af» /•___ o_ .

’ í=/(_//.T(n¿)r(Z-n¿>/ "■ o'1'’(/—e/-'“1’

TI» i
der, naar man erindrer, atr<K)r(/—, kan skrives saaledes 

sin Z

Denne Ligning kan man give en simplere Form ved at be 
mærke, at

= Fæ . (æ—ad*

hvoraf <?i_ = F_. (f_0) (_) ,

og folgelig

5)

Dersom =

tc\Z_/,=/«/ 9 X— a¿ §
o

hvilket Udtryk let verificeres naar n = i eller n = 2
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Ligningen (5.) forudsætter, at Graden af Tælleren i Fx er min­
dre end Graden af Nævneren. I modsat Fald förer Analogien til at 

rt 
antage den samme Ligning gjeldende naar blot Functionen // -— 

tilfoies.

For at undersöge dette antage man

Fx = -----------------------------£---------------------- ------ ;
Gr—a£) -“i (r—a¿)^2 ... Gr—afi)

ijian liar da efter det Foregaaende

Fx —
i=n /

S ------------
î= 1 1(1-- P-l)

Multipliceres dette paa begge Sider med .rm, hvor m er et beeil Tal, 
bemærkes y at

aim—2 x aim~ 3 X2 -}- . . . . -J- (li Xm~2 4- Xm~ 7

i = n 
og betegnes for Kortheds Skyld S

i = /

... *
9*  ai. d ved Sa,

t = n 1 ^ia^^itti
saa er xm F x = b —------------ / ----------- d a^t 4- bm_i 4- bin_<¡x

i==JrQl—^i)J • x—ai

4- Sw_5 x2 4----- g Si xm~2 + So xm~*.

Udvikles F x paa sædvanlig Maade efter aftagende Potenser af 
r, saa vil Udviklingen, naar specielle Tilfælde undtages, komme til at 
indeholde brudne Potenser 5 en Udvikling efter negative hele Potenser 
vil man derimod kunne udlede af nysnævnte Udtryk for Fx ved ube­
stemte Integraler 5 dette giver nemlig



altsaa V“ F t = So tm~*  4. Sj tm~2 4- S2 t™~5 4-.. 4. Sm_2t + Sw_/ 4-..

jf I x x~
hvilket, multipliceret med-----  = — 4- — 4 — 4.

t *”<T tit

Hvad her er sagt om xm F x gjelder naturligviis ogsaa om X. Fx 
naar X er en rational og heel Function af vilkaarlig Grad, og man 
slutter saalcdes, at naar man antager 

X
F

(x—(x—«2)í—^2.. .(x—

saa er
i = »

Fx = S
i= 1

1 
r(f—

d a^' 4~ II

•>

hvilken Formel giver den fuldstændige Udvidelse af Ligningen (2) til 
brudne Exponenten En direct Verification af denne Sætning lader sig 
ved ligefrem Integration kun opnaae i et Par specielle Tilfælde; men 
endskjöndt den Maade, hvorpaa den er funden, ikke synes at efterlade 
Tvivl om dens Rigtighed, vil den dog, saavel med Hensyn til den umid­
delbare Bekræftelse, som til det Forhold, hvori den synes at staae til 
den Abelske Sætning, gjöre en nærmere Undersögelse nödvendig.
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